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VORWORT

Grundlegende Kenntnisse der klassischen (kontinuierlichen) Fouriertransformation
und Fourier-Reihe werden vorausgesetzt.

1 MOTIVATION

Die kontinuierliche Fouriertransformation erlaubt es uns, kontinuierliche Signale (Funk-
tionen) aus dem Zeit- in den Frequenzbereich (Spektralbereich) abzubilden, und stellt
damit eine wichtige Moglichkeit der Analyse von Signalen zur Verfiigung.

Sie erlaubt es uns, unterschiedliche Informationen, die alle zeitgleich {iber den selben
Ubertragungskanal (z. B. Luft, Kabel) iibertragen werden sollen, am Empfinger wie-
der von einander zu trennen, was im Zeitbereich nicht oder nicht so einfach moglich
ware.

Ohne diese Moglichkeit der Signalanalyse wére unsere heutige Technik nicht denk-
bar. Da eben jene Technik aber in der Regel digital (diskret), also nicht kontinuierlich
arbeitet, muss die mathematische Methode der kontinuierlichen Fouriertransformati-
on etwas abgewandelt werden. Oder anders gesagt: Man muss mathematisch sinnvoll
zeigen, dass (und vor allem wie) eine Fouriertransformation auch diskret funktioniert.

2 DISKRETISIERUNG

2.1 Diskretisierung im Frequenzbereich

Es ist zundchst sinnvoll sich erst einmal klar zu machen, welcher Zusammenhang
zwischen zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten Signalen besteht, und welche Auswir-
kung eine Abtastung (Diskretisierung) im Zeitbereich auf das Spektrum eines Signals
hat.

sa(t) = s(t) Zzé(t—nT) — ZZ s(nT)  -8(t—nT) (1)
ne NEZL jiskreteWerte!
= > sn]3(t—nT) (2)
nez

Gleichung (2) zeigt die mathematische Beschreibung einer Abtastung im Zeitbereich
durch die Multiplikation mit einem Impulskamm (Folge von zeitl. verschobenen Dirac-
Stofen). Dabei ist sq(t) das abgetastete Signal, s(t) das zeitkontinuierliche, und s[n]
das zeitdiskrete. Abbildung 1 veranschaulicht den Vorgang noch einmal. Das zugehd-
rige Spektrum kann man, wie gewohnt, tiber die kontinuierlich Fouriertransformation
herleiten (4). Abbildung 2 zeigt die dafiir nétigen Transformationspaare.
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Abbildung 1: Abtastung zeitkontinuierlicher Signale

Multiplikation: s(t) - g(t) o—e S(f) x G(f)
Impulskamm: Y §(t—nT)o—e 1Y §(f— 1)

Abbildung 2: Transformationspaare

Salf) = S(f)*(% > 6(f—¥)> 3)
PRI .

Das Spektrum des abgetasteten Signals Sy(f) besteht offenbar aus unendlich vielen
mit % gewichteten und um 7 verschobenen Kopien des Spektrums des urspriinglich
zeitkontinuierlichen Signals s(t) (Abbildung 3).
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Abbildung 3: Spektrum kontinuierlicher vs. abgetasteter Signale [1]

Tabelle 1 verdeutlicht noch einmal den Zusammenhang zwischen kontinuierlichen,
abgetasteten und diskreten Signalen.

2.2 Maximalfrequenz

Wenn man Signale abtastet (diskretisiert), sollte einem bewusst sein, dass man da-
durch immer einen gewissen Informationsverlust in Kauf nimmt. Das ist aber erst
einmal nicht weiter schlimm, da man diese verloren gegangenen Informationen un-
ter einer gewissen Bedingung, durch z. B. Interpolation, wieder rekonstruieren kann.
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zeitkontinuierlich x(t) o—e X(f)

xat) = ) x[kl-5(t—nT)

zeitkontinuierlich
abgetastet T;GZ
n
o—e Xy(f) = TZX(f_?)
nez
zeitdiskret x[k] o—e X4 (f)

Tabelle 1: Zusammenhang Abtastung u. Diskretisierung

Aber wie sieht diese Bedingung aus?

Da durch die Abtastung unendliche viele Kopien des urspriinglichen Spektrums ent-
stehen, muss man dieses durch geeignete Frequenzfilter von den Kopien trennen kon-
nen. In Abbildung 4 und Gleichung (7) wird dies beispielhaft mit einer Rechteckfunk-
tion (5) gezeigt, welche einem idealen Tiefpass entspricht.

Man beachte den Faktor % mit dem S(f) skaliert ist.

) 1 fur [fl < 5
rect 7= % fur Iﬂzz]—T (5)
T " 1
0 fir [fl > 57
N A M ‘ N
I ! J | | | L ‘ ! =.
W W f
2W
F=1/T
Abbildung 4: Filterung |Sq (f)| mit rect(fT)
rect(fT) - Sq(f) = rect(fT) - - i s(r-3) 6)
ol T T
n=—oo
1
= =-S(f) (7)

T

Da der Abstand der Kopien % (:= Abtastrate) betrdgt, ist es relativ offensichtlich, dass
T nicht zu grofS gewahlt werden darf, da sich die Kopien sonst tiberlagern (Abbildung
5) und eine einwandfreie Trennung nicht mehr moglich ist. Die doppelte einseitige
Bandbreite des Spektrums des abgetasteten Signals darf also nicht grofier sein als der
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Abbildung 5: |S,(f)| - tiberlappende Kopien [1]

Abstand zwischen den Kopien (8). Oder anders gesagt: Die Zeit zwischen zwei Abtas-
tungen muss kleiner sein als 1 durch die doppelte, maximal vorkommende Frequenz
(8). Mann nennt diese Bedingung "Nyquist-Shannon-Abtasttheorem".

1

2W < —
<37 (8)
1
s 2 fmax < T (9)
1
s T 10
2 fmax ( )

Die begrenzte zeitliche Auflosung (Genauigkeit) hat also auch eine begrenzte Auflo-
sung im Spektralbereich zur Folge.

3 DTFT (DISCRETE TIME FOURIER TRANSFORMATION)

Wenn man das Spektrum im Zeitbereich abgetasteter Signale direkt tiber die kon-
tinuierliche Fouriertransformation ausdriickt (14), erlaubt dies die Anwendung der
Fourier-Reihe (15) auf diesen Ausdruck.

*Eine Erlduterung zur Faltung mit zeitlich verschobenen Dirac-Stofien befindet sich
im Anhang.

R
= J Z sfn] - 8(t—nT)-eI2™tat (12)
Rnez
= Z sn]- J §(t—nT) - e 2™t (13)
nez R ~—
Faltung mit zeitl. verschobenem Dirac!
= Z s[n] - eI It (14)
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= Z S, -t o o Sn]= FJ s(t) - e ¥ty (15)
nez T
Um die zeitdiskrete Fouriertransformation (DTFT) zu bestimmen, nutzt man die Fourier-
Reihe also in ‘umgekehrter Reihenfolge”: Aus einem kontinuierlichen, periodischen
Spektrum (e 2™ .= konst. fiir Tf € Z) wird ein Zeitdiskretes Signal gewonnen

(17).

sln] = TJZTl Sa(f) - ™It (16)
—2T
o—e Sa(f) — Z S n] . e_jzmTf (17)
nez

Die in der DTFT vorkommende, unendliche Summe kann allerdings nicht in einem
digitalen Rechenwerk realisiert werden. Aufierdem ist das Spektrum nach wie vor
kontinuierlich und kann damit ebenfalls nicht einfach so digitalisiert werden.

4 DFT (DISCRETE FOURIER TRANSFORMATION)

Die Fourier-Reihe tibersetzt ein periodisches und kontinuierliches Signal in ein diskre-
tes Frequenzspektrum. Die DTFT dagegen {ibersetzt ein periodisches und kontinuier-
liches Frequenzspektrum in ein zeitdiskretes Signal. Was passiert, wenn man nun ein
periodisches und gleichzeitig diskretes Signal oder Spektrum transformiert?

In Abschnitt 2 wurde bereits gezeigt, dass eine Faltung mit einem Impulskamm zu
einer periodischen Fortsetzung fithrt. Man kann ein periodisches Signal also durch
eine Grundperiode und eine Faltung darstellen (18).

x(t) = xag x Y 8(t—nNT) (18)
Grundperlode nez
= (xg(t)-ZZS(t—kT) x Y 8(t—nNT) (19)
keZ nez
abgeTastet perlodlsch

Dabei ist % die Abtastrate, NT die Periodendauer (Messdauer/Beobachtungszeit) und
N die Anzahl an Abtastungen pro Periode. Das zugehorige Spektrum erhdlt man
wie gewohnt {iber die kontinuierliche Fouriertransformation bzw. die entsprechenden
Transformationspaare (20).

X(f) = (Xg(f)*—ll-'zé<f—$)>'%' 6(f—NlT) (20)
nez

keZ
1 n
- T ZX ( _> NT Zé<f_ﬁ) (21)
nez
per1odlsch abg;;stet
1 n
XM p - 28 (F=x7) (22)



Wie man sehen kann, ist das Spektrum ebenfalls periodisch und diskret. Abbildung 6
verdeutlicht diesen Zusammenhang

Der periodische Teil X, (f) entspricht dem Spektrum des zeitdiskreten Signals x,[k]
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Abbildung 6: Diskretes periodisches Zeitsignal mit zugehdrigem Spektrum [3]

(24), welches man {iiber die DTFT gewinnen kann

x[k] = Z Xplk —mN] = xp [k Z d(k —nN) (23)
nez nez
x[k] O0<k<N-1
Xp k] = { (24)
0 sonst.
. N_1 .
Xp(f) _ Z Xp k] - e—)ZTCka _ Z x[K] - e—]ZT[ka (25)
keZ =0
DEFT (27)

Unter Berticksichtigung der Diskretisierung im Frequenzbereich (26) erhdlt man die

N—1
Xt = % (37)

T _ Z S[k] —]271ka| . (26)
k=0
N—1
- x[k] - e IR

(27)

Auch hier gibt es wieder einen Koeffizienten (NT) der den Zusammenhang zwischen

dem diskreten und dem kontinuierlichen Spektrum beschreibt (28) (Vgl. Abschnitt 2)

= e Y xms (1) (28)
nez
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Die inverse Beziehung der DFT erhélt man durch Umstellen des diskreten Spektrums
X[n] nach x[k] (32).

N-1
Xin] = 3 x[k. e 2 (29)
k=0
N—1 L N—1N-1 Cen
X[n] - TN — x[k] - e TN L PN (30)
N—1 . N—1 N-T n(k—1)
X[n]- TN = x[k] Z e TN (31)
n=0 k=0 n=0
—N-5IN(k—1)=Nli_
N-1
1 2k
= N S[n] . eJZﬂkW = X[k] (32)
n=0

Gleichung (31) wird im Anhang (7.2) noch einmal erldutert.

Abschliefiend kann man sich noch die Frage stellen, ob eine Diskretisierung des Fre-
quenzspektrums nicht, dhnlich wie im Zeitbereich, auch eine Verminderung der Ge-
nauigkeit (Informationsverlust) mit sich bringt.

At = T (33)

1
Af = NT (34)

Den Gleichungen (33) und (34) lasst sich entnehmen, dass die Genauigkeit im Zeit-
bereich nur durch eine hohere Abtastrate gewdhrleistet werden kann, wiahrend im
Frequenzbereich die Messdauer (NT) von Bedeutung ist. Eine hohere Abtastrate ver-
schlechtert sogar die Frequenzauflosung.

Tabelle 2 fasst die bisherigen Erkenntnisse noch einmal zusammen.
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Zeitbereich
kontinuierlich diskret
Fourier-Transf i _Zeitdiskrete
| rourier-lranstormation Fourier-Transformation
= 00 )
QL s(t) = J S(f)el?ritar 2T )
N © S sl = FJ2T1 U(f) - 2T qs
= o o
~ oy —j2mft T
S(f) = t)e™) dt )
_§ S (f) Lm s(t)e S.(f) = Z s[n] - e—i2nTe
=~ ,@ nez
V
S
N .
S ] ] _ Diskrete
=3 Fourier-Reihe Fourier-Transformation
N A
Lh - S(t) — Z S“. e]ZT[Fnt 1 N—1 -
Y = slk] = ﬁZS[n}e] TN
% ) n=0
= Sn] = FJ s(t)-e 72 tqy N—1 .
T Sn] = s[k]-e TN
k=0

Tabelle 2: Uberblick - Transformationen

5 FFT (FAST FOURIER TRANSFORMATION)

Der begrenzte Faktor der DFT ist der Rechenaufwand. Die FFT stellt eine besonders
effiziente Implementierung der DFT dar. Um diese genauer verstehen zu konnen,
lohnt es sich die DFT in Matrixschreibweise anzuschauen (37). Fiir eine kompaktere
Darstellung wird dazu der komplexe Drehfaktor eingefiihrt (36)

N—-1

Xm] = > x[k-W< (35)
k=0
komplexer Drehfaktor W = eI (36)
r X [O] ] 'WO WO WO L. WO A r X[O] A
X[H WO W] WZ L. WN—] X[”
X2l [ = (We w2 owh s WA ) (37)
XIN =11 [wo WN-T wW2(N-T) o wWIN-D2 | [ x[N — 1]
Y

Durch ausnutzen der Periodizitit des komplexen Drehfaktors WN = WO n e Z)
lasst sich F umformen (38) und daraus der in Abbildung 7 dargestellte Signalfluss
ableiten. Ziel ist die Multiplikationen mit den komplexen Drehfaktoren in den rot
markierten Vektoren nur einmal ausfiithren zu miissen. Dies ist jedoch nur moglich,
solange die Anzahl von Messwerten N eine Potenz von 2 ist, da sonst die notige
Symmetrie nicht mehr vorhanden ist.

X[0] wo wo. w0 wo wo.wo x[0]
X([1] wo wh.wo w2 wl.w2| |x][1]
x| = we w2owe wo w2owe| |k (38)
X[3] wo w2 wo w?2 w3 w2 [x[3]
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Dazu werden in der ersten Stufe zundchst die gewichteten Summen der Spalten 1
und 3 der Matrix F gebildet und anschliefiend in der zweiten Stufe die jetzt nur noch
einfach auftretende Multiplikation ausgefiihrt.

P P
*[0] - -— _(_,Jnd:_;\\ = . X
H‘-\-\"‘-\-\. - e - .. -
H‘“‘“«-..r o Wy sy -~
T \\ -
-~ -, -
T e S
A1 o e -~ < =@ ——- X
LY =3 M AT -
h ", 4 N “
S < WG
/K ol -
,
- S - "
x[2] (3 N S X
- - -
H‘“’“m —— . 1A s -
— _— - ., W=
— - e - .,
= - e,
. R - e
e L - s
o . ~ ., "
|3 - -— -

Abbildung 7: Signalfluss FFT (N=4) [2]

6 RECHENZEITVERGLEICH (DFT VS. FFT)

DFT FFT (log;(N) Stufen)
Multiplikationen N-N N (pro Stufe)
Additionen N-(N—1) N (pro Stufe)
Gesamtaufwand | N- (2N —1) 2N -logy(N)

Tabelle 3: Vergleich Rechenaufwand

Unter der Annahme, dass der Rechenaufwand einer komplexen Addition genau so
grofs wie der einer komplexen Multiplikation ist, ldsst sich der in Tabelle 3 Vergleich
des Gesamtrechenaufwandes aufstellen.

In Tabelle 4 wird dieser Vergleich mit ein paar greifbaren Zahlen veranschaulicht. Es
zeigt sich, dass sich die Effizienz der FFT fiir lingere Messreihen immer mehr von der
der DFT abhebt.

DFT | FFT |A=1—{&
N=4| 28 | 16 43%
N=8 | 120 | 48 60%
N=16| 496 | 128 74%
N =3212016| 320 84%
N =064 | 8128 | 768 90,5%

Tabelle 4: Vergleich Gesamtaufwand



7 ANHANG

7.1 Faltung mit Dirac

Definition der Faltung:
f(t)+ glt) = j F(T—1)-g(T) dT
R
Faltung mit Dirac:

S(t) xf(t) = J O(T—1) f(t) dT = f(t)
R 5(T—t)=1, wenn T=t
= J S(t—T) - f(t) dt = f(T)
R

Faltung mit zeitlich verschobenem Dirac:

d(t—1tp) xf(t) = J]RS(T—(t—to))-f(T) dT = f(t—to)

7.2 Zusammenhang e* und 5(x)
N1
P RN _
D> 1.e7TNT = N-SIN(k—1)]
n=0

1 o—e 5(f) :J 1.e7t gt
R

s(t) . ejzﬂtfo o—e S(f— fo) = J S(t) . e—jzﬂ(f—fo)t dt

R
s(at) o—e lS(i)

lal a

= J 1. eI ol qn — N §(N(f— fo))
R
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